Linearne diferencijalne jednacine drugog reda

Definicija 1. Jednacina oblika

y'+ P(a)y + Q(z)y = f(x) (1)
naziva se linearna diferencijalna jednacina drugog reda.

Ako su P(z), Q(z) i f(z) neprekidne funkcije na nekom intervalu S C R,
u teoriji diferencijalnih jednacina se dokazuje da jednac¢ina (1) ima jedin-
stveno resenje koje zadovoljava pocetni uslov
y(x0) = yo, y'(x0) = vp,
gde zg € S'iyp, y, € R.
Familija funkcija y = ¢(x1,C1,C2), x € S, gde su Cy, Cy konstante
naziva se opstim reSenjem jednacine (1) ako su ispunjeni sledeé¢i uslovi:
(i) te funkcije zadovoljavaju jedna¢inu (1);
(ii) sistem algebarskih jednacina
¢(20,C1,C2) = o
¢ (20,C1,Ca) = g
ima za sve 79 € S, Yo, ¥y € R jedinstveno resenje (C?,CY) tako da je
funkcija y = ¢(z,CYy, CY) resenje jednacine (1) koje zadovoljava pocetni
uslov y(zo) = yo, ¥'(x0) = Y-
Specijalno ako je f(z) = 0, jednacina

y' 4+ P(x)y +Qx)y =0

naziva se linearna homogena diferencijalna jednacina drugog reda.

1 Homogena linearna diferencijalna jednacina dru-
gog reda

y' + P(x)y' + Q(z)y =0 (2)



Teorema 2. Ako su y; i yo reenja jednacine (2), tada je y = Cry1 + Coyo
gde su (' i Cy proizvoljne konstante, takodje njeno resenje.

Dokaz. Ako se funkcija y = C1y1 + Coyo i njen prvi i drugi izvod smene u
(2), dobija se identitet

Cry{ (z) + Cays () + P(x)(Cryi () + Coys(w) + Q) (Cry1(x) + Caya(x)) =
=C1 (¥ (z) + P(2)y;(z) + Q(@)y1(2)) + C2 (y5(x) + P(z)ys(z) + Qz)y2(x))

Definicija 3. Za realne funkcije fi(x), fa(z),..., fn(x), definisane na nekom
intervalu S C R kazemo da su linearno nezavisne na intervalu S ako za
AL, A2, ..., A ER Iz

A fi(x) + Aafo(z) + -+ A fu(x) =0, za svako z € S,

sledi \; = Ay = - -+ = A\, = 0. Funkcije koje nisu linearno nezavisne nazivaju
se linearno zavisnim.

Primer 4. Funkcije
1, z 2%,...,2", z€R

su linearno nezavisne na R, jer iz
M-14+X-z+ X322+ -+ 12" =0 zasvako z € R
sledi \y =X g ==X, =0. O

Primer 5. Funkcije

1, sin? x, cos? z, x€R

su linearno zavisne na R, jer vazi

—1-14+1-sin?z+1-cos’z=0 zasvako z € R.[J

Da bi se utvrdila linearna zavisnost funkcija f; i fo koristi se takozvana
determinanta Vronskog (ili vronskijan):

| filz)  folx)
W@ =1 112 fé(x)‘

Teorema 6. Funkcije fi(x) i fao(z) su linearno zavisna funkcije na intervalu
S C R ako i samo ako je W(z) = 0 za svako z € S.



Dokaz. Neka su fi(x) i fo(z) linearno zavisne funkcije na intervalu S C R,
tj. neka postoje realni brojevi A1 i Ao takvi da je bar jedan od njih razli¢it
od 0idaje A fi(x) + Aafa(x) = 0 za svako z € S. Neka je A\; # 0. Tada je
A . A2 . .
filz) = —ff2<z>, tj. fi(z) =k fo(x) za k = —f iz€S. Stoga je
‘ (@) fa(x) ‘
fil@)  fa(x)

za svako x € S.
Obrnuto, pretpostavimo da je W(z) = 0 za svako = € S. Sledi

fi(z)  fa(z)
filx)  fi(x)

tj. fi(z)f5(z) — fi(z) f2(z) = 0 za svako x € S. Prema tome,

(f) (o) = N@BHE) — (@) @)

:‘ k fa(z)  fa(x) ‘:k‘ fa(z)  fa(z) ‘:0
kf3(x)  fi(x) fr(2)  fi(z) ’

’:0 za svako r € S,

=0 zasvako x €S,

bit fi(x)
te je funkcija §2E$; konstantna na intervalu S. Dakle postoji A € R tako da
1\x
- fox) _
je fi@) A za svako z € S. Prema tome, \- fi(z) + (=1) - fa(z) = 0 za
1

svako x € S i funkcije fi(z) i fa(x) su linearno zavisne na intervalu S. [

Teorema 7. Neka je S interval na R. Sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:
(i) ReSenja f(x) i fa(r), z € S jednacine (2) su linearno nezavisna;
(ii) (3zo € S) W(zo) # 0;

(iii) (Vo € S)W(z) # 0.

Teorema 8. Neka su fi(z) i fo(x) linearno nezavisna resenja jednacine (2)
na intervalu S C R. Tada je opSte resenje ove jednacine na intervalu S

y = C1fi(x) + Cafa(x),

gde su C i Cy proizvoljne konstante.

Dokaz. 1z Teoreme 2 sledi da je funkcija y = C1fi(x) + Cafa(z) reSenje
jednacine (2) na intervalu S za sve vrednosti konstanti C; i Cy. Ostaje da
se dokaze da se konstante C i C5 mogu na jedinstven nacin odrediti tako
da bude zadovoljen pocetni uslov

y(xo) =vo0, ¥'(xo) =y, Z0€S, o, yp €R.



Iz y(z0) = yo dobijamo C1 f1(x0)+Cafa(xo) = yo, aizy = C1f](x)+Cafs(x)
iy (zo) = y; dobijamo C fi(zo) + Caf5(xo) = yj. Uotimo sistem od dve
jenacine sa dve nepoznate Cy i Co:

Cifi(wo) + Cafa(wo) = o
Cifi(zo) + Cafo(xo) = yp (3)

Kako su fi i fo linearno nezavisna reSenja na intervalu .S, to je na osnovu
Teoreme 7 vronsijan

| fi(zo)  fa(zo)
W) = Fi(wo) fiwo) | 70

To znaci da je determinanta sistema (3) razlic¢ita od 0, te na osnovu Kramerovog
pravila ovaj sistem ima jedinstveno resenje (CY,CY). O

2 Homogena linearna diferencijalna jednacina dru-
gog reda sa konstantnim koeficijentima

Jednacina oblika
y'+py +qy=0 (4)

naziva se homogena linearna diferencijalna jednacina drugog reda sa kon-
stantnim koeficijentima.

Na osnovu Teoreme 8, da bi nasli opte reénje jednacine (4) dovoljno je
naci dva linearno nezavisna resenja ove jednacne.

Potrazi¢emo ova resenja u obliku y = €, gde je k € R konstanta. Kako
je v/ = keF iy = k?e*®, smenom u jednaé¢inu dobijamo

(k? 4 pk + q)e* = 0,
odakle sledi
k> +pk+q=0. (5)
Jednacina (5) se zove karakteristicna jednacina jednacine (4).
Razlikova¢emo tri slucaja.
1. Ako je p? —4q > 0, onda jednacina (5) ima dva razli¢ita realna resenja
k1 i ko i funkcije y1 = €M% i g5 = €¥2% regenja jednacine (4). Primetimo da su

eklx
k1 = eF1=k2)® £ const

funkcije y; = €¥1% i yo = €*2% linearno nezavisne jer

kox
e
(k1 # k), drugim rec¢ima, jer je vronskijan

kix

W) = | W W || e e



Na osnovu Teoreme 8, opste resenje jednacine (4) je
y = C1eM* + Gy,

gde su C i Cy proizvoljne konstante.

2. Ako je p? —4q = 0, onda su resenja karakteristiéne jednacine k; i
ko realna i jednaka. Prema tome, jedno reenje jednacine (4) je y; = €12,
Pokazaé¢emo da je yo = xef1® takode resenje jednacine (4). Kako je

yh = ekr 4 klxeklm =(1+ klm)eklz,

Yy = k1€ + k(1 + kim)e™® = ki (2 + kix)e”,

zamenom u jednacinu (4) dobijamo
k1 (2+k12)eM T 4+ p(14-ky2)eM1® 4 que1® = 1% (2k) +-p+2 (k2 4-pki+q)). (6)

Kako je k; reSenje karakteristi¢ne jednacine, to je k% +pk1 +q = 0, a iz

o “PHVPP—dg  —p+0_
1: = =
2

5 o> sledi 2k; +p = 0. Prema tome, desna

strana jednakosti u (6) je jednaka 0 i time smo dokazali da je yo = xef1®

resenje jednacine (4).
Resenja y; = ef17 i

jednacine (4)

k1

yo = xe™” su linearno nezavisna, pa je opste resenje

y = C1eM® 4 CozeM® = MT(C) + Cox).

3. Ako je p? — 4q < 0, onda karakteristi¢na jednacina ima par konjugo-
vano kompleksnih resenja k1 = a+ 181 ke = a — i3, a, 8 € R. Na osnovu
Ojlerove formule je

eloatif)z _ € (cos Bz + isin fx) = e** cos fx + i€*" sin Sz,

§to nam sugeriSe da su funkcije y; = e*Fcosfzx i yo = e** sin Bx reSenja
jednacine (4). Nije tesko proveriti da to zaista jeste tako, i kako su ove
funkcije linearno nezavisne, sledi da je

y = C1e%" cos fx + Coe™ sin Sz = e**(C} cos fx + Cy sin f)
opste resenje jednacine (4), gde su C7 i Cy proizvoljne konstante.

Primer 9. Resiti jednacinu

y' —y —2y=0. (7)



Resenje: Karakteristi¢cna jednacina ove jednacine je
K —k—2=0.
Njena resenja su k; = —1 1 ky = 2, pa je opSte reénje jednacine (7)
y = Cre " 4 Cpe™,
gde su C i Cy proizvoljne konstante.
Primer 10. Resiti jednacinu
' —4y +4y=0. ()
Resenje: Karakteristicna jednacina ove jednacine je
k> —2k+4=0, tj. (k—2)>=0.
Njeno resenje je k1 = 2, pa je opSte resenje jednacine (8)
y = C1e** + Cox e = 62"”(01 + Cax),
gde su Cy i Cy proizvoljne konstante.
Primer 11. Naéi ono reSenje jednacine
y' =2y +2y=0 (9)
koje zadovoljava uslov
y(0) =0, y'(0)=1. (10)
Resenje: Karakteristi¢na jednacina ove jednacine je
k= 2k +2=0.
Njena resenja su k1 = 1+14 1 ko = 1 — 4, pa je opSte resenje jednacine (9)
y = Cie" cosz + Cre” sinz = €*(C} cosx + Cysin ), (11)

gde su Cy i Cy proizvoljne konstante.
Nadimo sada resenje jednacine (9) koje zadovoljava pocetni uslov (10).

Iz (11) sledi
y(0)=0= C; =0,

y/(O):1:>01—|—02:1:>02:1—01:1.

Trazeno reSenje je y, = e”sinx.



Primer 12. Resiti jednacinu
y' — 4y +13y =0. (12)
Resenje: Karakteristi¢na jednacina ove jednacine je
k* — 4k 413 = 0.
Njena resenja su k; = 2+ 3i i kg = 2 — 3i, pa je opSte reSenje jednacine (12)
y = C1€% cos 3z + Cre*® sin 3z = 62:2(01 cos 3z + Co sin 3x),

gde su C i Cy proizvoljne konstante.

3 Linearna nehomogena jednacina drugog reda sa
konstantnim koeficijentima

Jednacina oblika
v' +py +qy = f(z) (13)

naziva se linearna nehomogena diferencijalna jednac¢ina drugog reda sa kon-
stantnim koeficijentima.

Ako je funkcija f neprekidna na nekom intervalu S C R, onda ova
jednagina kao specijalan slucaj jednacine (1) ima jedinstveno resenje koje
zadovoljava uslov y(zo) = yo, ¥/ (z0) = y; za svako zg € S 1 yo,y, € R.
Sledeéa teorema pokazuje da je opste resenje jednacine (13) jednako zbiru
opsteg resenja odgovarajuc¢e homogene jednacine i jednog posebnog resenja
jednacine (13).

Teorema 13. Neka je y = yp(z) = Cryi(z) + Caya(x), z € S, opste resenje
homogene jednacine (4), gde su y; i y2 dva linearno nezavisna resenja te
jednacine. Ako je y = yp(x), z € S, bilo koje resenje nehomogene jednacine
(13), tada je

y=yn(x) +yp(z) = Cryi(z) + Coya(x) + yp(z), z € S, (14)
opste resenje jednacine (13), gde su C; i Cy su proizvoljne konstante.

Dokaz. 1z (14) sledi

/

Y =yn(@) +y,(z), v =yp(x)+y,(x),



te je
v ' +py +ay = yp(x)+ oy (@) +p L) +y(x) + g (yn(z) + yp(x))
= (yh +puh+qun) + (U, + Y, +qyp) =0+ f(z) = f(),

jer je izraz u prvoj zagradi jednak 0 (y je reSenje homogene jednacine (4)),
a izraz u drugoj zagradi je jednak f(z) buduéi da je y, reSenje nehomogene
jednacine (13). Prema tome, y = yp(z) + yp(x) je reSenje jednacine (13).

Pokazimo sada da se za zadate pocetne uslove y(zg) = vo, ¥'(z0) = i,
o € S, yo,9h € R mogu jednoznaéno odrediti konstante C?¥ i C9 tako
da je funkcija y = C¥y1(x) + CYy2(z) + yp(x) resenje jednacine (13) koje
zadovoljava date pocetne uslove.

Zaista sistem

yn(zo) + yp(z0) = yo,
Yp (o) + y;,(l“o) = Y0,
.
Ciyi(zo) + Caya(xo) + yp(zo) = yo,
Chyr (zo) + Cays(wo) + v, (o) = Yo,

od dve linearne jednacine sa dve nepoznate C i Cy ima jedinstveno resenje
jer je determinanta sistema

W(m) _ y1($0) y?(l‘o)

y1(zo)  ya(z0)
na osnovu Teoreme 7 razli¢ita od 0. [J
Za neke posebne oblike funkcije f moguce je jednostavno odrediti par-
tikularno resenje jednacine (13).
1. Neka je

f(x) = (anz™ + ap_12"t + - 4 ag)e™®.

Ako « nije koren karakteristicne jednacéine k? 4+ pk + ¢ = 0, partikularno
resenje jednacine (13) trazimo u obliku

yp(2) = (Apa™ 4+ Ay 2™t 4o 4 Ap)e®?,
ako je a jednostruki koren karakteristi¢ne jednacine u obliku

yp(2) = 2(Apa™ + Ay 12"t 4 4 Ap)e®?,
a ako je a dvostruki koren karakteristi¢ne jednacine u obliku

Yp(2) = 2% (Apa" + Ay 12" 4o Ag)e™.



Primer 14. Resiti jednacinu
vy +y=2"+2. (15)

Resenje: Karakteristi¢cna jednacina je

4+ k+1=0.
Njena resenja su k1 = —% + 2@ ike = —% — i@, pa je opste reSenje

homogene jednacine 3" + 1y’ +y =0

Yh = e*%x(Cl cos \gga: + Cysin \ggx),

gde su Cy i Cy proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (15) je oblika f(x) = Py(z)e®®, gde je Py(x) poli-
nom drugog stepena, i buduéi da a = 0 nije koren karakteristicne jednacine,
to se partikularno resenje jednacine (15) trazi u obliku

yp(r) = A2® + Bz + C,

gde su A, B i C konstante koje treba odrediti.
Kako je y,, = 2Ax + B, a y,, = 2A, zamenom u jednacinu (15) dobijamo

2A+2Ax+ B+ Az’ + Bx +C = 2> + 2
Az’ + (2A+ B)x +2A+ B+ C =22 +2.

Odavde sledi
A=1 2A+B=0, 2A+B+C =2,

tj. A=1, B=-2,C =2, te je yp(x) = 22 — 2z + 2.
Prema tome, opste resenje jednacine (15) je

Yy = e*%"”(C’l Ccos \éga: + Cysin \ggx) + 2% — 2z + 2.
Primer 15. Resiti jednacinu
Y — dy = e, (16)
Resenje: Karakteristicna jednacina je

kK2 —4=0,



i njena reSenja su k1 = 21 ko = —2, pa je opste resenje homogene jednacine
/! _
y' =4y =0
yp = C1€** + Cre™ ",

gde su Cy i Cy proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (16) je oblika f(x) = Py(x)e?®, gde je Py(z)
polinom nultog stepena, i kako je a = 2 jednostruki koren karakteristicne
jednacine, to partikularno resenje jednacine (16) trazimo u obliku

yp(z) = Aze®®,

gde je A konstanta koju treba odrediti.
Sada je y, = Ae* 4+ 2Axe* = A(1 + 2z)e** 1 y) = 4A(1 + x)e*”, i
zamenom u jednacinu (16) dobijamo

4A(1 + 2)e® — 4Age®™ =
AA(1+2) — 4Az =1

4A =1

1
A—Z.

1
Sledi yp,(z) = Zaze% i opste reSenje jednacine (16) je

y = C1e*® + Coe " + %aze%.
Primer 16. Resiti jednacinu
Y — Ty + 6y = (x — 2)e”. (17)
Uputstvo: Karakteristi¢na jednacina je
k% — 7Tk +6 =0,
i njena reSenja su k1 = 11 ko = 6. Opste reSenje homogene jednacine je
yp = Che® 4+ Coe®®.

Desna strana jednacine (17) je oblika f(z) = Pi(z)e®, gde je Py(x) polinom
prvog stepena, i kako je o = 1 jednostruki koren karakteristi¢ne jednacine,
to partikularno resenje jednacine (16) trazimo u obliku

yp(z) = x(Az + B)e”.

10



Primer 17. Resiti jednacinu
y' =2y +y=(x—2)e". (18)
Uputstvo: Karakteristi¢na jednacina je
K2 —2k+1=0,

i k1 = 1 je dvostruki koren ove jednacine. Opste resenje homogene jednacine
je
yp = €*(Cy + Cax).

Partikularno resenje jednacine (18) se trazi u obliku
yp(z) = :UQ(A:L" + B)e”.
2. Neka je
f(z) = Pp(z)e™ cos fx + Qum(x)e™” sin Sz,

gde su P, (x) i Qm(z) polinomi.
Ako a + i3 nije koren karakteristi¢ne jednacine k? +p k+¢q = 0, partiku-
larno resenje jednacine (13) trazimo u obliku

yp(x) = Ry (x)e cos fz + Sy (z)e*” sin Bz,

a ako je a—+i( koren karakteristi¢ne jednacine, partikularno resenje jednacine
(13) trazimo u obliku

yp(x) = z(R,(x)e™” cos B + Sy (x)e™ sin fx),

gde je r = max{m,n}, a R, i S, su polinomi stepena r sa neodredenim
koeficijentima.
Jedan vazan oblik funkcije f(z) je

f(x) = M cos Bz + N sin Sz,

gde su M i N konstante.
Ako [i nije koren karakteristi¢ne jednacine, partikularno resenje se trazi
u obliku
yp(x) = Acos Sz + Bsin fx,
a ako je (i koren karakteristicne jednacine, onda se partikularno resenje
trazi u obliku
yp(z) = x(Acos Bz + Bsin fz),

gde su A i B nepoznate konstante.

11



Primer 18. Resiti jednacinu
y" + 4y = cos 2z. (19)
Resenje: Karakteristicna jednacina je
k*+4=0,

i njena reSenja su k1 = —2i 1 ky = 2i, pa je opste resenje homogene jednacine
y'+4y =0
yp = C cos 2x + Cy sin 2z,

gde su C i Cy proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (19) je oblika f(x) = M cos Sz + N sin Sz, gde
jeM =1, N=01ip3=2,1kako je 8¢ = 2i koren karakteristi¢cne jednacine,
to partikularno resenje jednacine (19) trazimo u obliku

yp(z) = x(Acos2x + Bsin2x),

gde su A i B konstante koje treba odrediti.

Sada je y, = 2z(—Asin2z + Bcos2z) + (Acos2x + Bsin2z) i y, =
—4x(—Acos2z — Bsin2z) + 4(—Asin 2z + Bcos2z). Smenom y, i y, u
jednacinu (19) dobijamo
—4x(A cos 22+ B sin 2x) —4 A sin 2x+4B cos 2x+4x (A cos 2z+ B sin 2z) = cos 2.

Izjednacavanjem koeficijenata uz cos2x i sin 2x dobija se sistem jednacina

—4A =0,
4B =1.

1 1
Sledi A=01B= T te je yp(x) = 1 sin 2z i opSte resenje jednacine (19)
je

y = C7 cos2x + Cysin 2z + ix sin 2.
Primer 19. ResSiti jednacinu
y" — 4y = e"sinx. (20)
Resenje: Karakteristicna jednacina je

K—4=0,

12



i njena reSenja su k1 = —2 i kg = 2, pa je opste resenje homogene jednacine
y' —4y=0

yp = C1e*® + Cre™7,
gde su C i Cy proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (20) je oblika f(x) = Me™* cos fx+ Ne** sin Sz,
gdeje M =1, N=0,a=11i0 =2,ikako je a+ i = 1+ ¢ nije koren
karakteristi¢ne jednacine, to partikularno resenje jednacine (20) trazimo u
obliku

yp(z) = Ae® cosx + Be®sinz = e“(Acosx + Bsinz),

gde su A i B konstante koje treba odrediti.

Sada je y, = e"(Acosz + Bsinz) + e”(~Asinz + Beosz) = e”((A +
B)cosz+(B—A)sinz) iy, = e*((A+B)cosz+ (B — A)sinz) +e*(—(A+
B)sinz + (B — A)cosx) = e*(2Bcosx — 2Asinz). Smenom y, i y, u
jednacinu (20) dobijamo

e*(2Bcosx —2Asinz) — 4e”(Acosx + Bsinx) = e” sin x.
i delenjem jednacine sa e* dobijamo
2Bcosz —2Asinx — 4(Acosz + Bsinz) = sinz.

Izjednacavanjem koeficijenata uz cosz i sinx dobija se sistem jednacina

—9A—4B =1,
—4A+2B =0.
Sledi A = L iB= —1, te je yp(z) = ex(—icosx - 1sina:) i opste
10 ) 10 )

resenje jednacine (20) je

1 1
y = 01> + Che 2* + e*(——cosz — —sinz).
10 )
Primer 20. Resiti jednacinu
y" — 4y’ + 13y = €*® cos 3z. (21)
Resenje: Karakteristi¢na jednacina je

k* — 4k +13 =0,

i njena reSenja su k1 = 2 — 3i i ko = 2 4 3¢, pa je opSte reSenje homogene
jednacine y” — 4y’ + 13y =0

Yn = e%(Cl cos 3z + Co sin 3x),

13



gde su C i Cy proizvoljne konstante.

Desna strana jednacine (21) je oblika f(x) = Py(x)e*® cos fx+Qo(z)e*” sin Sz,
gde je Po(z) =1, Qo(x) =0, a =21 3 =3, i kako je a + (3i = 2 + 3i koren
karakteristi¢ne jednacine, to partikularno resenje jednacine (21) trazimo u
obliku

yp(x) = 2(Ae*” cos 3z + Be** sin 3x) = xe” (A cos 2x + Bsin 2),

gde su A i B konstante koje treba odrediti.
Kada se yp, y,, 1 9, smene u jednacinu (21) dobija se

(—6Asin 3z + 6B cos 3z)e* = ¢** cos 3.

Odavde delenjem jednacine sa e2*

i sin 3x dobijamo

i izjednacavanjem koeficijenata uz cos 3z

A=0, B=

| =

1
Prema tome, y,(x) = 63:62’” sin 3z 1 opste reSenje jednacine (21) je

y = €**(Cy cos 3z 4 Oy sin 3x) + éxeh sin 3x.
Ako je data diferencijalna jednac¢ina oblika
v +py +ay = fi(@) + fo(@) + -+ ful2),
onda je njeno partikularno resenje
Yp = Yp1 T Ypo + + Up,»
gde su y,, partikularno resenje jednacine
' +py +qy=filz), i=1,2,...,n.
Primer 21. Resiti jednacinu
y" — 3y + 2y = 4z + €”. (22)
Resenje: Karakteristicna jednacina je
k> —3k+2=0,

i njena reSenja su k1 = 11 ko = 2, pa je opSte reSenje homogene jednacine
y' =3y +2y=0
yn = Cre” + Cae™,
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gde su C i Cy proizvoljne konstante.
Partikularno rev senje koje odgovara funkciji f(x) = 4z, tj. partikularno
rev senje jednacine
y' =3y +2y =4z (23)

trazimo u obliku y,, () = Az + B. Smenom y, (z) = A iy, (¥r) =0u
jednacinu (23) dobijamo

—3A 4+ 2Ax + 2B =4z
odakle sledi sistem

24 =4
—3A+2B=0,

te je A=21i B = 3. Prema tome, yp, () = 2z + 3.
Partikularno rev senje jednacine

y' =3y +2y=¢€" (24)

trazimo u obliku y,, (z) = Aze®. Kako je y,, (v) = Ae” + Aze” = Ae®(1+x)
iy, (x) = Ae®(14x)+Ae” = Ae”(2+x), smenom u jednacinu (24) dobijamo

Ae® (24 ) — 34e”(1 + x) + 2Aze” = €
A2+2)—-3A(1+2)+24z =1
—-A=1

A=-1.

Prema tome, yp, () = —ze” 1 opste resenje jednacine (22) je
y = C1e” + Cre® + 2z + 3 — ze®.
4 Lagranzov metod varijacije konstanata za neho-

mogenu linearnu diferencijalnu jednac¢inu dru-
gog reda sa konstantnim koeficijentima

Neka je data jednacina

y'(x) +py'(x) + qy(z) = f(z), (25)

gde su p, ¢ € R1i f(x) neprekidna funkcija na nekom intervalu S C R.
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Neka su zi(x) i z9(x) linearno nezavisna reSenja homogene jednacine
y'(x) +py'(z) + qy(z) = 0. Prema tome,

(@) +p2i(z)+qz(x) =0, 25(x)+p2h(x)+qze(z)=0 (26)
z1(x)  zo(x)

Z(x) ()
Opéste resenje jednacine (25) trazi¢emo u obliku

y(z) = Ci(x)z1(2) + Co(2)22(2),
gde su Cj(x) i Ca(x) nepoznate funkcije. Odavde je

Y (2) = C1(2)z1(2) + Cy(x)22(x) + Cr(x)21(x) + Ca(x)25(x).

Uzec¢emo da je

= 0 za svako x € S.

Ci(x)z1(z) + Cy(x)z2(x) =0, (27)
pa je
y' () = Ci(z)21(x) + Ca(x) 25(2),
+ Cy(x)2(7) + Cr(@)2] (x) + Ca(w) 23 (x).

x) u jednac¢inu (25) dobijamo

y'(z) = Ci(z)2(x)
//(

Zamenom y(z), y'(x) iy

C1(z)21(x) + Co(x)25(x) + Cr(2)2] (x) + Ca(z) 23 (x)
+p (C1(2)71(2) + Ca(2)25(x)) + ¢ (Cr(z)21(7) + Ca(w)22(2)) = f(2),
tj.
Ci(z)z1(2) + Co(z)25(z) + Cr(2)(2] (2) + p 21 (2) + g2 (2)) +
+Ca(x) (25 (2) + p 25(2)) + g 22(x)) = f (=),
i s obzirom na (26) sledi
Ci(z)z1(2) + Co(z)25(2) = f(2). (28)
Jednacne (27) i (28) ¢ine sistem
C1(z)z1(x) + Cy(w)z2(x) = 0,
C1(z)z1(z) + Cy(w)z5(x) = f(=),
iz koga ¢emo odrediti funkcije C1(z) i C4(z).

(29)
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Determinanta ovog sistema je

@@w
0 zasvakox € S,
Hia) |7

pa je na osnovu Kramerovog pravila

0 zo(x)
b ‘ f(z) z(2) ' _ —f(x)z2(x)
A =1 mm“aw@w—aw@w
4@) i)
i z1(x) 0
sy | AE) f(o) ‘ B 21(2) f ()
@@"am mm"am%m—am@m
4@) i)

Odavde je

B f@)m@) 21(2) f(2) )
‘“”‘/a@%w—am@wd Cel=) /aw%m—awm@ﬂ’

paje Ci(z) = g1(x) + D1 i Ca(x) = go(x) + Do.

Opste resenje jednacine (25) je

y = C1(z)21(7) + C2(z)22(7) = Dr21(w) + D222(x) +g1(2)21(2) + g2 () 22().

Primer 22. Nadi opste reSenje jednacine

1 T T

1

w=lo ee(-TT). 2
vy cos 2x re (30)

Karakteristi¢na jednacina je

k*+4=0,

i njena resenja su k1 = —2i i ko = 2i, pa se opste resenje jednacine (30) trazi
u obliku
y = C1(x) cos 2z + Ca(z) sin 2x.

Odgovarajudi sistem je
Cf(x) cos 2x + Ch(x) sin 2z = 0,

1
!/ !/ ! : /I __
C1(z)(cos2z)" 4+ Cy(x)(sin2x)" = s
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tj.

C}(z) cos 2z + Ch(z) sin2x = 0,

C1(x)(—2sin2z) + CH(2)(2 cos 2z) = -

Prema tome,

0 sin 2x
sin 2z

2cos2x

Ccos 2%
cos 2x sin 2x
—sin2x 2cos2x

cos 2% _ —ltg 2

C, X)) = e
1(@) ' 2cos2 2x + 2sin? 2z 2

‘ cos 2z 0

—2sin2x ‘ 1
Cl(z) = cos2x | _ =
‘ cos 2% sin 2z ’ 2

—sin2z 2cos2x

Odavde

1 1 in 2
Ci(x) = —/thxdac:—/Sm Yy = |smena cos2x =t, —2sin2zdr = dt|
2 2 J cos2zx
11 fdt 1

1
= 55 7—1]H’t’+D1211H‘COS2x’+D1,

1 1
Co(x) = 2/daﬁ = §x+Dz.
Opéste resenje jednacine (30) je

1 1
y = D1 cos 2z + Do sin 2z + 7508 2x1n| cos2x| + 2% sin 2z.

Primetimo da se ovde za interval promenljive x moze uzeti bilo koji interval
na kome je cos 2z # 0.
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